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1 Ar 型ルート系に付随する凸多面体
ここでは，A型のルート系に付随する凸多面体について述べる。
定義 1.1(Ar 型のルート系) e1;    ;er+1 を Rr+1 の標準的な基底とする。
Ar = f(ei   e j ) j1  i < j  r + 1g  Rr+1
を Ar 型のルート系という。また，
A+r = fei   e j j1  i < j  r + 1g
を Ar 型の正ルート系という。A+r によって生成されるベクトル空間を
V =
8><>:a =
r+1X
i=1
aiei
 ai 2 R ;
r+1X
i=1
ai = 0
9>=>;
とし，
VZ = fa 2 V j ai 2 Zg
とする。
定義 1.2(Chamber) C(A+r ) を A+r によって生成される V 内の凸錐とする：
C(A+r ) =
X
1i< jr+1
R0(ei   e j )
a = a1e1 +    + ar er   (a1 +    + ar )er+1 2 V と表したとき，C(A+r ) = fa 2 V j a1 + a2 +    + ai  0;1  i  r gである。
WA+r =

a 2 C(A+r )  a1 +    + ai = 0 ; 1  i  r	  C(A+r ) を壁 (Wall)の集合と呼ぶ。そして，C(A+r ) n WA+r の各連結成分 c を A+r
の chamberという。特に，a 2 C(A+r )  ai > 0 ; 1  i  r	 を nice chamberといい cnice と書く。
定義 1.3（Ar 型のルート系に付随する凸多面体）a 2 V に対して，
P(A+r )(a) B
8><>:(yi j )i< j
 yi j 2 R0 ;
X
1i< jr+1
yi j (ei   e j ) = a
9>=>;
を Ar 型のルート系に付随する凸多面体と呼ぶ。c を A+r の chamber，その閉包を c とし，a 2 c  C(A+r ) のとき，P(A+r )(a) を
P(A+r ;c)(a) とも書く。
2 体積関数 v (A+r ;c)(a) と Ehrhart多項式 k (A+r ;c)(a)
ここでは，凸多面体 P(A+r )(a) の体積とその中に含まれる格子点の数に関する諸結果を [1, 2]に基づいて述べる。
1
定義 2.1(体積と Ehrhart多項式) c を A+r の chamberとする。　
 a 2 c に対し，v (A+r ;c)(a) B V ol (P(A+r ;c)(a)) とする。
 a 2 c \ VZ に対して，k (A+r ;c)(a) B jP(A+r ;c)(a) \ VZ j とする。
これらは，後に a1;    ;ar の多項式になることが分かる。特に k (A+r ;c)(a) を Ehrhart多項式 (あるいは，Kostant partition function)
と呼ぶ。
定義 2.2 (環 RA+r , ˆRA+r とベクトル空間 SA+r )
各  2 A+r は、V の双対空間 U 上の一次関数 (x) を定める。U 上の有理関数 R(x) で R(x) = P(x)=
Q
2A+r (x)n の形の元全体
のなす環を RA+r と表す。ここで、P(x) は U 上の実数係数多項式で，n は非負整数である。また P(x) として，実数係数形式的べ
き級数を許して得られる環を ˆRA+r と表す。A+r の部分集合  の元が V の基底をなすとき、 を A+r の基底と呼ぶ。A+r の基底  に
対して，RA+r の元 f を
f (x) := 1Y
1i< j<r
ei e j 2
(xi   x j )
で定める。また， f (x) によって張られる RA+r の部分空間を SA+r とする：
SA+r =
X
は A+rの基底
R f (x)。
u 2 U, f 2 RA+r に対して，(@(u) f )(x) B (d=d ) f (x + u) j=0 とし，(@(U)RA+r を @(u) f によって張られる RA+r の部分空間とする。
定理 2.3 ([3])
RA+r = @(U)RA+r  SA+r
が成り立つ。
定義 2.4(全留数写像)
定理 2.3の直和分解の下での射影 RA+r  ! SA+r を TresA+r と表す。これを全留数写像 (Total residue map)という。また，TresA+r を
ˆRA+r からの写像に拡張したものも同じ記号で表す。
定義 2.5 a 2 V に対して，RA+r の元 JA+r (a)(x);KA+r (a)(x) を次の式で定義する。
 JA+r (a)(x1;    ; xr ) = 1(r2)!TresA+r
 (a1x1 +    + ar xr )(r2)Qr
i=1 xi
Q
1i< jr (xi   x j )
!
 KA+r (a)(x1;    ; xr ) = TresA+r
 
ea1x1 ea2x2    ear xrQr
i=1(1   e xi )
Q
1i< jr (1   e (xi x j ))
!
JA+r (a)(x1;    ; xr ) は a1;    ;ar に関する次数

r
2

の斉次多項式であり，KA+r (a)(x1;    ; xr ) の a1;    ;ar に関する最高次数の項
の和は JA+r (a)(x1;    ; xr ) である。
定義 2.6 chamber c と f 2 SA+r に対し，hhc; fiiを次で定める。ただし，C() を  で生成される凸錐とする。
 c  C() ならば、hhc; fii = 1=V ol ()
 c \ C() = ;ならば、hhc; fii = 0
これを線形に拡張することにより SA+r 上の線形形式 f 7! hhc; f iiが定まる。
定理 2.7 ([1, 2]参照)
(1) c を C(A+r ) の chamberとし，a 2 c とする。このとき，
v (A+r ;c)(a) = hhc; JA+r (a)ii
2
が成り立つ。特に、関数 a 7! v (A+r ;c)(a) は chamber c の閉包 c¯ 上の斉次多項式関数である。
(2) c を C(A+r ) の chamberとし、a 2 c \ VZ とする。このとき、
k (A+r ;c)(a) = hhc;KA+r (a)ii
が成り立つ。特に、関数 a 7! k (A+r ;c)(a) は凸錐 c¯ \VZ 上の多項式関数である。また，その最高次数の項の和は v (A+r ;c)(a) である。
さらに，以下で定義する反復留数を用いると，この定理の右辺をより具体的に表すことができる。
定義 2.8 (反復留数) r を集合 f1;    ;r g上の置換群とし，w 2 r とする。 f 2 RA+r に対して，Ireswx=0 f を
Ireswx=0 f B Resxw (1)=0Resxw (2)=0    Resxw (r )=0 f (x1;    ; xr )
によって定義する。これを f の x = 0での反復留数 (Iterated residue)と呼ぶ。w = 1のときは
Iresx=0 f B Ires1x=0 f = Resx1=0Resx2=0    Resxr=0 f (x1;    ; xr )
と略記する。
　 w 2 r に対して、A+r の基底 +w = f (i)(ew (i)   ew (i+1)) j i = 1;    ;r   1g [ few (r )   er+1gによって生成される C(A+r ) 内の凸錐
を C+w で表す。ここで、
 (i) =
8><>:
1 w (i) < w (i + 1) のとき
 1 それ以外のとき
である。特に，w = 1のとき、C+1 = C(A+r ) である。
定理 2.9 ([2]) c を A+r の chamberとする。 f 2 SAr に対して、
hhc; f ii =
X
w2r ;cC+w
( 1)n(w) Ireswx=0 f
が成り立つ。ここで，n(w) は w (i) > w (i + 1) となるような i = 1;    ;r の個数とする。特に，c = cnice のとき，
hhcnice ; f ii = Iresx=o f
が成り立つ。
系 2.10　定理 2.7と同じ仮定の下で
 v (A+r ;c)(a) =
X
w2r ;cC+w
( 1)n(w) Ireswx=0 JA+r (a)
 k (A+r ;c)(a) =
X
w2r ;cC+w
( 1)n(w) Iresx=oKA+r (a)
が成り立つ。特に，
 v (A+r ;cnice )(a) = Iresx=o JA+r (a)
 k (A+r ;cnice )(a) = Iresx=oKA+r (a)
が成り立つ。
3 主定理
ここでは，本論文の主結果について述べる。以下，c = cnice の場合の体積関数 v (A+r ;cnice )(a) を考える。前節の系 2.10により，
計算機を用いれば各 r = 1;2;3;    に対する v (A+r ;cnice )(a) を比較的効率よく求めることができる。しかし，v (A+r ;c)(a) はどんな
性質を持った多項式なのか，また，v (A+r ;cnice )(a) と v (A+r 1;cnice )(a) との間に何らかの関係はあるのかという問題は依然として
3
残る。これらの問いに対して我々の得た結果を以下で述べる。
　まず，体積関数 v (A+r ;cnice )(a) がある微分方程式系の解として定数倍を除いて特徴づけられることがわかった。これが本論文の
第一の主定理である。
定理 3.1　 a1;    ;ar の斉次多項式  B (a1;    ;ar ) に対する次の微分方程式系を考える。
8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:
@r = 0　　　　　　　　　　　　　　　
(@r 1   @r )@r 1 = 0　　　　　　　　　
(@r 2   @r 1)(@r 2   @r )@r 2 = 0　　　
　　　　　　　　:::
(@2   @3)(@2   @4)    (@2   @r )@2 = 0　
(@1   @2)(@1   @3)    (@1   @r 1)(@1   @r )@1 = 0　
ここで，@i B @@ai (i = 1;    ;r) である。の次数を d とするとき次が成り立つ。
1. d >

r
2

のときは、上の微分方程式系を満たす は存在しない。
2.  = v (A+r ;cnice ) は，上の微分方程式を満たす。また，d =

r
2

のとき，上の微分方程式系を満たすような，d 次斉次多項式 
は v (A+r ;cnice ) の定数倍である。
なお，定理 3.1と次の命題により，体積関数 v (A+r ;cnice )(a1;    ;ar ) の完全な特徴づけが得られる。
命題 3.2　体積関数 v (A+r ;c)(a;    ;ar ) における、ar 11 ar 22    a2r 2a1r 1a0r の項の係数は、
1
(r   1)!(r   2)!    2!1!0!
である。
さらに定理 3.1の証明の過程で v (A+r ;cnice )(a1;    ;ar ) を v (A+r 1;cnice )(a2;    ;ar ) を用いて表す帰納的な公式が得られた。これ
が本論文の第 2の主定理である。
定理 3.3 v (A+r ;cnice )(a1;    ;ar ) は v (A+r 1;cnice )(a2    ;ar ) を用いて
v (A+r ;cnice )(a1;    ;ar )
=
(
ar 11
(r   1)! +
X
rk(r2)
ak1
k!
 X
2i1ik (r 1)r
@i1    @ik (r 1)
!)
v (A+r 1;cnice )(a2;    ;ar )
と書ける。
4 今後の課題
今後の課題として
 k (A+r ;c)(a) に関する，何らかの特徴づけ
 cnice 以外の chamberに対する v (A+r ;c) の性質について
 A型以外のルート系の場合について
 定理 3.1の微分方程式と（例えば）超幾何微分方程式との関わり
 定理 3.1，3.3の幾何学的意味づけ
等が挙げられる。
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